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(Communicated by Prof. A. C. ZAANEN at the meeting of November 27, 1965) 
1.1 Dans un article precedent [10] j'ai introduit une notion d'interieur 
et de frontiere pour les ensembles K -con vexes dans un espace lineaire 
topologique E sur un corps K muni d'une valuation non-archimedienne. 
Cette notion avait quelque interet pour la theorie de la separation 
d'ensembles K-convexes par des hyperplans dans ces espaces. Je veux 
montrer dans ce qui suit que cette notion est aussi utile pour demontrer 
quelques theoremes concernant le maximum des valeurs d'une certaine 
classe de fonction definies sur E. Ces theoremes ressemblent le principe 
de maximum dans la theorie des fonctions d'une variable complexe. 
Rappelons d'abord la definition de cette notion d'interieur, en la 
generalisant un peu. 
So it K un corps value non -archimedien et so it E un espace lineaire 
topologique sur K. On suppose la valuation non-triviale. 
Definition. l. Un ensemble S C E sera dit centre si on a fixe un 
point ~ E S, d'ailleurs arbitraire, que nous appelons parfois le centre de S. 
On designe alors le couple S et ~ par (S, ~). ou, si aucune confusion n'est 
a craindre, par s tout court. 
2. (8, ~) sera dit etoile si quelque soit x E 8 
~+J.(x-~) ES pour tout IJ.I < l. 
Parfois nous supposerons que ce point fixe sera 0; c'est ce qu'on peut 
toujours atteindre en effectuant une translation. Tout ensemble K-convexe 
est etoile. 
Introduisons alors l'interieur (que j'ai deja fait dans [10] et la frontiere 
de s par rapport a ~. 
Definition. l. Soit (S, ~) un ensemble etoile. Soit ~(~) l'ensemhle des 
x E (S, ~) tel qu'il existe e(x)>O tel que: 
(i) l'ensemhle des ). E K tel que 1 < IJ.I < 1 +e(x) n'est pas vide; 
(ii) ~+J.(x-~) ES, pour tout 1<IAI<1+e(x). 
~(~) sera appele l'interieur de (S, ~)par rapport a ~. ou simplement l'inte-
rieur deS. 
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2. Soit sm l'ensemble des X E E dlfini par 
S(~)= n (~+A($-m. 
IAI>l 
- -
S(~) sera appele l'adherence deS par rapport a~; S -$'sera appele la frontiere 
de s par rapport a ~. 
Remarques. I. Dans [IO] j'avais appele S-$ la frontiere de S. 
La nouvelle definition semble plus adequate. 
2. Mentionnons un article de KLEE [6], ou il introduit dans lEis espaces 
lineaires separes reels ou complexes la notion de "shrinkable neighbour-
- - 0 hood". En designant par U !'adherence et par U l'interieur d'un voisinage 
- 0 
U de 0, U est dit shrinkable si !XUC U pour tout O<;;IX<l. 
On voit l'analogie de cette definition avec la notre. KLEE applique 
cette notion ala theorie des points-fixes [7]. Dans un article precedent [9] 
j'ai utilise la notion d'interieur $, telle que je l'ai defini ci-dessus, pour 
montrer quelques theoremes simples concernant points-fixes dans les 
espaces localement K-convexes sur K. 
Donnons quelques exemples et proprietes simples. 
(i) $ n'est pas vide; en e:ffet ~E$. 
(ii) $ c s cs. 
Supposons, pour simplifier les formules, que ~ = 0. Alors, S etant etoile, 
il suit de la definition de $ que, quelque soit x0 E S, p,xo E $ pour tout 
/p,/ <I, d'ou on tire xo E A$ pour tout /A/> I done x0 ES. 
(iii) $ et S sont etoiles. C'est bien evident. 
-- (iv) AppHquonsles definitions dans un espace norme non-archimedien 
sur K, ou la norme prend ses valeurs dans le groupe des valeurs de K. 
Posons 
B={x EE/ 1/xi/<I}, 
B'={x EE/JJxi/<I}. 
Designons dans le cas d'une valuation discrete de K pare> I le nombre 
engendrant le groupe des valeurs de K. 
Alors on a: 
a) si la valuation est dense: 
lJ =B'; B =B 
!J'=B'; B'=B. 
b) si la valuation est diserete: _ 
lJ =B'; B=B 
!J'={xJlJxl/<e-2}. 
B'=B'. 
I.2. La questi~n se pose si, etant donne unS etoile, S contient des 
points n'appartenant pas a $. 
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Disons que le corps K possede la propriete BS si la propriete suivante 
est verifiee : 
Pour tout ensemble borne A C K il existe a E K tel que 
[a[ =SUp [A[. 
lttA 
Nous posons encore la definition suivante: 
Un ensemble etoile (S, ~) sera dit radialement borne dans la direction 
x-~ si l'intersection deS et de l'ensemble {x[~+A.(x-~); A. E K} est borne 
au sens de la d{finition de cette notion dans les espaces linea ires topologiques. 
Puisque la droite ~ + A.(x- ~) munie de la topologie induite par celle 
deE est isomorphe a K, on voit que !'intersection est alors un intervalle 
~+A.(x-,---~), [A.[,;;;;O, C etant un nombre convenable, pas necessairement 
appartenant au groupe des valeurs de K. II s'ensuit la propriete suivante: 
Supposons que K possede la propriete BS. Soit (S, ~) un ensemble etoile. 
Alors chaque droite ~ + A.(x- ~) telle que S est radialement borne dans la 
direction X-~ contient un point de S n' appartenant pas a $. 
Ce theoreme donne une condition suffisante, mais evidemment pas 
necessaire (comparer iv). 
Quant a la condition BS, remarquons que chaque corps muni d'une 
valuation discrete satisfait a BS. Mais il existe des corps qui ne la verifient 
pas. Le corps suivant, considere par CoHEN [3] et lNGLETON [5], en 
fournit un exemple. Soit K le corps dont les elements =F- 0 sont les series 
forme lies 
ou <XI, <X2, ••• est un ensemble de nombres rationnels, bien ordonne dans 
l'ordre croissant, et ou les ai app~;trtiennent a un corps r. On pose [xi =e-"''· 
Remarquons que ce corps est spMriquement complet (voir [5]), ou, ce 
qui revient au meme c-compact (voir [12]). Ce corps K ne verifie pas la 
condition BS. 
1.3. Soit (S, ~) un ensemble K-convexe. 
Considerons sur S la · relation suivante : 
Pour x,yES ecrivons x,_,y(~) si et seulement si x-yE$(~)-~. On 
rwte cette relation par ,_, (~). 
On verifie aisement que ,_, (~) est nne relation d'equivalence. En e:ffet 
x ,_, x(~) puisque ~ E $(~). Puisque $(~)est K-convexe (voir [10]), x ,_, y(~) 
entraine y ,_, x(;) et par la meme raison. x ,_, y(;) et y ,_, z(~) entrainent 
x ,_, z{~). La relation ,_, (~) definit done une partition des elements de S 
en classes d'equivalences.· 
Nous supposons qu'on a efjectue une translation telle que ~=0. Alors 0 E $. 
Ce n'est pas une restriction; le point ~ est en principe arbitraire dans S. 
Mais nons evitons ainsi 1 o de devoir ecrire un grand nombre de fois $- ~, 
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81-e etc., au lieu des notations$, 81 etc. et 2° Ia necessire d'une translation 
au sens inverse. 
On a les proprieres suivantes: 
1.3.1. On definit une addition des classes de Ia fa9on connue par une 
addition des representantes des classes. 
Puisque $est K-convexe, on voit sans peine que !'addition est indepen-
dante du choix des representantes. 
1.3.2. 81 etant une classe et X E 81, on a 
x+$=81. 
Prenons y E81. On a y-x E$, done x+(y-x)=y Ex+$. Donc81 C x+$. 
Soit x+uun element de x+$, doncu E$. Prenonsuny E81. On ax-:-y E $, 
done puisque $ est K-convexe, x+u-y E$. II s'ensuit que x+u et y 
appartiennent a une meme classe, done a 81. Done x+u E81 et x+$ c 81. 
On en tire x+$=81. 
Corollaires. l. Toutes les classes sont K-convexes. 
2. Plus general on a 81 +$ =81. Puisque 81-81 =$, on voit que les 
classes d'equivalences forment un groupe abelien, dont $ est !'element 
neutre. 
1.3.3. On peut definir une multiplication des classes par certains 
elements de K. 
Soit 81 une classe modulo ,.....,_ (0). Posons pour tout lA. I = 11) 
A.o81={xlx=A.y, y E81}. 
Nous allons montrer que A. o 81 est une classe d'equivalence. D'abord, 
si X E 81, y E 81, a}ors Ax et AY appartiennent a une meme classe puisque 
x-y E$ entraine A.x-A.y=A.(x-y) e$. Soit 82 cette classe. Soit alors z e82. 
Posonsu=A.-1z. Alors z E82etA.x e82entrainentz-A.x E$, doncA.(u-x)E$. 
Puisque IA.I = l il s'ensuit u-x E$. Puisque x e81 on en tire u E81. 
Chaque z E 82 est done de la forme A.x, ou x E 81. II s' ensuit que 82 =A. o 81, 
ce qu'il fallait montrer. 
1.3.4. Soit (8, 0) tel qu'il existe des classes =1= $. 8oit 8 1 une telle classe. 
8oit lA. I = l, l,ul = l et lA.- ,ul = l. Alors A. o 81 =1= ,u o 81. 
Supposons que A. o 81 = ,u o 81 =82. Soit x E 81. Alors A.x E 82, ,ux E 82, 
done (A.-,u)x E$. Puisque IA.-,ul=l, il s'ensuit x E$, ce qui d'autre part 
est impossible puisque $ =1= 81. 
Montrons encore que A. o 81 =,u o 81 si IA.I = l, l,ul = l et IA.-,ul < l, 
Prenons xeA.o81, done x=A.u, ue81. On a x=,uu+(A.-,u)u. Or, 
,uu e,uo81 et (A.-,u)u E$ puisque IA.-,ul<l (voir la definition de$). 
1) Si E :j:. 0 on a Ia definition 
l 0 sl = {x I X = l(y - E) + E. y E Sl}· 
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Done d'apres 1.3.2. X E 1-l 0 sl. Done A 0 sl c 1-l 0 sl. On montre de la 
meme facon A o S1 :> 1-l o S1, d'ou A o S1 =f-lo S1. 
Corollaires. l. Les classes de (S, 0) modulo'"'"" (0) lorment un espace 
vectoriel sur le corps des restes de K. 
Designons par X la classe modulo l'ideal maximal de l'anneau des entiers 
de K dont A E K est un representant. 
On definit alors 
xs1 =A o s!, 
OS1 = 5. 
On voit de 1.3.4 que cette definition est independante du choix du repre-
sentant A de X. 
2. S'il existe dans S des classes i= 5 et si le corps des restes de K est 
infini, il existent dans S une infinite des classes d'equivalences. 
2.1. Nous allons appliquer la theorie precedente pour etablir uncertain 
principe de maximum en analyse p-adique. 
Quand il s'agit des ensembles centres, nous supposons toujours qu'on 
a effectue une translation telle que ~ = 0. 
Soit F une application de E dans K; supposons que F est homog(me, 
c'est a dire que F(Ax) = AF(x) pour tout A E K et x E E. Soit S un ensemble 
centre etoile dans E. Nous supposons que IF(x)l < l pour XEs. 
Nous allons considerer sur S une fonction I: S --?- K definie pour x E Spar 
00 
(l) l(x) = ! atF1(x), 
i =1 
i-+00 
Sous ces conditions. I est bien definie pour tout x E S. 
En vertu de l'inegalite triangulaire ultrametrique on a ll(x)l < l pour 
xES. Il suit de la definition de 5 qu'on a IF(x)l<l pour x E5, ce qui 
entraine ll(x)l < l pour x E 5. Posons 
sup ll(x)l =M. 
OJES 
Nous donnerons quelques proprietes concernant ce nombre M. 
Remarques. l. On voit sans peine que IF(x)l.;;;; l pour xES 
implique IF(x)l < l pour x E S, de sorte que I est defini sur S. 
2. La condition IF(x)l < l po~ x E S implique evidemment des restric-
tions concernant S. Il est necessaire que S soit radialement borne dans 
chaque direction x telle que F(x) i= 0, mais ce n'est pas une condition 
suffisante. Nous n'insistons pas. 
En cas d'une valuation discrete de K, soit :n un element de K qui 
engendre l'ideal maximal dans l'anneau des entiers de K; done l:nl < l. 
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2.2. Theoreme 1. Soient f et S dlfinis comme.au· numero 2.1. Nous 
exigeons: 
a. Si la valuation de K est dense soit I F(x) I < 1 pour x E S; 
b. Si la valuation de K est discrete soit IF(x)l < l:nl pour x E 5~ Alors, 
on ne peut pas avoir lf(x)l =Men aucun point x E 5 a moins que lf(x)l =M 
pour tout x E 5 et dans ce cas M = 0. 
Demonstration. Soit xo e5. II existe e(xo)>O tel que x=A.xo eS 
pour 1 < IAI < 1 + e(xo). On a 
f(x) = AF(xo) + A2a2F2(xo) + .... 
La serie est convergente puisque xES. Prenons un tel x et montrons que, 
si f n'est pas identiquement egal a 0 sur S, on a lf(x)j > lf(xo)l; le theoreme 
sera alors demontre. 
II faut done montrer: 
ou bien 
!AI·JF(xo)J.I1+Aa2F(xo)+ ... I>JF(xo)l·l1+a2F(xo)+ ... 1; 
Il suit des hypotheses qu'on a 
l1+a2F(xo)+ ... I=L· 
D~stinguons maintenant deux cas. 
a. La valuation de K soit dense. On peut alors choisir A E K tel que 
1 < IAI < 1 + e(x0 ) et IAn-lanFn-l(x0 ) 1 < 1 pour tout n E N. Pour ce A l'ine-
galite, que nous voulons demontrer, ·est alors verifiee. 
b. La valuation de K soit discrete. On a IF(xo)l < l:nJ, done IF(xo)l < lnl2. 
Rappelons que !'ensemble des A E K tel que 1 < IAI < 1 +e(xo) est par 
hypothese non-vide. 
Preilons alors A=:n-1 • Alors 
d'ou on tire l'inegalite que nous voulons montrer. 
Si le "centre" e =I= 0, on trouve de la meme faSJOn un theoreme pour la 
fonction f: S ~ K definie par 
00 -f(x)= ! atF1(x-e), 
t-1 
sous des hypotheses correspondantes sur F. 
0_n peut encore exprimer ce resultat ainsi: 
la valeur d'une fonction, definie comme ci-dessus, qui ne se reduit pas a 
une constante ( = 0) ne peut ~tre maximum en un point interieur de (S, 0). 
Remarque. Le theoreme n'est plus vrafsi on remplace au cas d'une 
valuation discrete de K la condition IF(x)J < l:nl pour x E 5 par la condition 
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moins forte IF(x)l < l pour xES (qui est suffisante en cas d'une valuation 
dense). C'est ce qu'on voit de l'exemple suivant. 
Prenons pour K le corps des nombres p-adiques. Soit E = K. Prenons 
S = {xiJxl < l}; ~ = 0. On a :5 = {xiJxl < l }. Soit f de:fini sur S par 
f(x)=xP-x. 
f ne verifie pas la condition b puisque F(x) =X et lxl < l sur S. La con-
gruence de Fermat aP-a = 0 (mod p) entraine 
max lf(x)l < IPI < l. 
(J)ES 
Cependant on a pour x=p, done x E $, lpP-pi = lpl, de sorte que Ill prend 
son maximum sur $. De plus, cet exemple fait voir qu'on peut avoir 
sup ll(x)l < l, done, suivant la notation de 2.1., M < l. Nous etudions 
a;ES 
dans ce qui suit cette question de plus pres. 
2.3. Nous supposons dans ce qui suit que S est un ensemble K-convexe 
de centre 0. Nous pouvons alors appliquer les resultats du paragraphe 
precedent. 
Soit F une forme lineaire continue sur E et supposons que iF(x)l < l 
pour xES.- On a IF(x)l < l pour x E $. 
Alors on a les proprietes suivantes. 
(i) F(x) est constant sur chaque classe modulo ,...._, (0). 
Six E $, on a IF(x)J < l, done F(x) = 0. Soit 81 une classe; soient x ESt. 
y eS1. Done x-y E$, ce qui entraine F(x-y)=O, done F(x)=F(y). 
En ce qui concerne la repartition des valeurs de F(x) parmi les classes 
on a: 
(ii) Soit S1 une classe telle que F(x) =a =F 0 sur S 1• Alors F(x) =F a 
sur toute classe A. o St, ou lA. I = l, II- A. I = l. 
D'apres la definition de A. o S1, F admet sur cette classe les valeurs 
}.F(x), ce qui donne X F(x) pour F. Or, X =F I, done cette valeur est =F a. 
Corollaire. SiS contient des classes =F $ et si le corps des restes de K 
est infini, il existe une infinite de classes sur lesquelles F prend des valeurs 
differentes. 
Nous allons appliquer ces propositions pour etablir un second theoreme 
concernant la valeur maximale de certaines fonctions. 
Considerons la classe H des fonctions I: S ---'?- K, definies pour x E S par 
00 
f(x) = L atFi(x), 
i= 0 
On voit sans peine que I est continu sur S; H est done un sous-especa 
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de l'espace O(S) des fonctions continues sur S. C'est immediat qu'il existe 
io tel que sup latl = latol· 
i 
Theoreme 2. Supposons que le corps des restes de K est infini et que 
F(x) n'est pas identiquement egal a 0 si X parcourt s. Posons 
sup lf(x)l =M. 
ZES 
Alors M = la~al et il existe xES tel que lf(x)l = latol· 
Demonstration. Laissant de cote le cas trivial ou a1=0 pour tout i, 
il suffit de demontrer ce theoreme pour le cas ou latl <I et max latl =I. 
i 
En effet, le cas general s'y reduit en considerant Ia fonction I a1a.-;;1 Fi(x). 
i 
Remarquons alors d'abord que S contient des classes -=? 5 puisque 
IF(x)l <I pour X E 5 et F n'est pas identiquement egal a 0. 
a) Nous montrons d'abord le theoreme pour des polynomes 
" f,.(x) = I atF1(x). 
i=O 
Supposons qu'on avait 
lfn(x)l < 1 pour tout x E S. 
Done pour tout x E S 
D'apres (i) il suffit que x parcourt les classes modulo "'(0). Ces classes 
sont en nombre infini et F(x) prend des valeurs differentes sur ces classes. 
Or, ceci est imposisble pour une equation de degre n. II existe done x E S 
tel que lfn(x)l =I. 
b) Considerons alors le cas general. 
Soit O<e< I. Puisque lim a,.=O, il existe N(e) tel que lanl <e pour 
n>N(e). Puisque IF(x)l <I pour xES, il s'ensuit 
00 
I I a,.F"(x)l <;;sup lanl· iF"(x)<e< 1 
N+l . " 
pour tout xES. 
Ecrivons 
00 
f(x) = fN(x) + I a,.F"(x). 
N+l 
D'apres a) il existe xo ES tel que lfN(xo)l =I. 
Alors 
00 
lf(xo)l =max (1/N(Xo)l, I I a,.Fn(xo)i)= I, 
N+l 
ce qu'il fallait demontrer. Cela acheve la demonstration. 
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Remarquons que le theoreme est trivial si lao!= max latl; dans ce cas 
i 
1/(x)l =lao I pour tout x E $ puisque iF(x)l < 1 pour x E $ et done 
00 
I L anF"(x)l < laol pour x E$. 
n~l 
Soit Ho le sous-espace de H des fonctions continues f telles que 
/(0) = 0. Supposons encore que le corps des restes de K est infini et que 
F(x) n'est pas identiquement egal a 0. On a alors le corollaire suivant. 
Corollaire. Soit f E Ho. Supposons que If I prend sa valeur maximale 
en un point x E$. Alors f(x)=O pour tout xES. Pour toute f EHo, f #- 0, 
la fonction If I prend sa valeur maxi male en un point de la frontiere S-$ de S. 
Donnons un exemple simple. Pre nons E = K et soit 8 = {xllxl < 1 }. 
II s'agit alors de l'espace lineaire Hodes fonctions f: f(x)=a1x+a2x2+ ... , 
lim an=O. Alors pour tout f E Ho, lf(x)l prend sa valeur maximale sur 
la frontiere lxl = 1. 
Le theoreme 2 n'est pas vrai si le corps des restes de K est fini; on le 
voit de l'exemple, donne a la fin du numero 2.2. 
3. Faisons enfin quelques remarques d'un caractere general. II s'agit 
dans ce qui precede de theoremes concernant des fonctions qui prennent 
leurs valeurs dans un corps value non-archimedien K. II me semble qu'il 
y a lieu de faire une etude systematique des algebres ou des espaces de 
telles fonctions. Soit, par exemple, X un espace topologique separe et 
localement compact. Soit O(X) !'ensemble des fonctions sur X a valeurs 
dans K, continues et a support compact. O(X) est une algebre sur K. 
Dans une etude, faite avec SPRINGER [11], nous avons developpe une 
theorie de !'integration selon la methode de Bourbaki. Nous avons suppose 
alors que les fonctions de O(X) separent les points de X et pour cela il 
faut et il suffit que X soit de dimension 0. II serait interessant d'etudier 
les proprietes de O(X), ainsi generalisant des proprietes connues dans le 
cas reel au complexe. II me semble qu'une telle generalisation sera possible 
en particulier lorsqu'il s'agit des proprietes de 1/ I et non de f. Ainsi par 
exemple !'existence de la frontiere de Silov pour une algebre de fonctions 
continues. II semble que la demonstration qu'on trouve chez LooMis 
[8] pour des fonctions complexes reste vraie pour certaines algebres de 
fonctions a valeurs dans K. On a alors le probleme suivant: 
Est-ce-que S -$ est la frontiere de Silov par rapport a l'espace lineaire 
H o des fonctions continues dont il s' agit dans le corollaire du tMoreme 2? 
Signalons aussi deux articles de BAUER [1], ou il s'agit d'un principe 
de minimum tres general que l'auteur applique a des fonctions numeriques. 
II me semble qu'on peut obtenir certains resultats analogues en prenant 
pour les fonctions numeriques les fonctions 1 t 1, ou Ies t sont des fonctions 
x-x. 
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Un autre exemple est fourni par une relation d'equivalence sur X, 
consideree par GLEASON [4], qu'on peut transposer au cas des fonctions 
a valeurs dans K. Quant a cet exemple, mentionnons un article de BEAR 
[2], ayant pour point de depart une autre relation d'equivalence qui est 
liee a celle de Gleason. 
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